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Resumen
Estudiamos el comportamiento asinto´tico de una viga ela´stica delgada cuando su
anchura, ε, tiende a cero. La viga esta´ fijada en la totalidad de una de sus bases,
mientras que en la otra, so´lo lo esta´ en la unio´n de N pequen˜as zonas de talla εrε, rε
tendiendo a cero. Sobre el resto de la frontera se impone una condicio´n de Neumann.
El comportamiento depende de rε, el nu´mero de zonas de fijacio´n y su distribucio´n.
Para N = 1 aparecen tres tallas cr´ıticas, ε3, ε y ε1/3, y por tanto siete reg´ımenes
distintos. Si rε ¿ ε3 el comportamiento es el mismo que cuando no existe la pequen˜a
zona de sujecio´n. Si rε À ε1/3 el comportamiento es el que obtendr´ıamos si fija´ramos
en toda la base. En los dema´s casos aparecen comportamientos intermedios.
Para N ≥ 2 el resultado es diferente. As´ı, si las zonas se concentran alrededor de
tres puntos no alineados so´lo aparecen dos tallas cr´ıticas, ε3 y ε. Esto prueba que es
preferible fijar la viga alrededor de tres puntos no alineados de una base a hacerlo
alrededor de tan so´lo uno, au´n cuando usemos una zona de mucho mayor grosor.
1. Introduccio´n
En el presente trabajo consideramos el sistema de la elasticidad lineal planteado en la
viga delgada Ωε = (0, 1)× εS, donde S es un dominio acotado regular de R2 y ε > 0 es un
para´metro destinado a tender a cero. En uno de sus extremos (x1 = 1) la viga esta´ fijada
en la totalidad de su base Γε1 = {1}× εS. En el otro extremo (x1 = 0) la suponemos fijada
solamente en el conjunto pequen˜o
Γε0 =
N⋃
n=1
(
εyn +
({0} × εrεSn)),
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donde rε > 0 converge a cero, y1, · · · , yN son puntos diferentes de {0} × S, y S1, · · · , SN
son subconjuntos cerrados de R2 tales que la capacidad en R3 de {0}×Sn, n ∈ {1, · · · , N},
es positiva. Sobre el resto de la frontera de Ωε imponemos una condicio´n de Neumann.
Para formular matema´ticamente este problema necesitamos las siguientes notaciones:
Descomponemos los elementos de R3 en x = (x1, x′), con x1 ∈ R, x′ = (x2, x3) ∈ R2.
Denotamos la base cano´nica de R3 por {e1, e2, e3}.
Representamos por R3×3s el espacio de las matrices sime´tricas de dimensio´n 3× 3. El
producto escalar de dos matrices R y S se denota por R : S.
Por L(R3×3s ) denotamos el espacio de las aplicaciones lineales de R3×3s en s´ı mismo (i.e.
el espacio de los tensores de cuarto orden).
Adoptamos el convenio de Einstein sobre ı´ndices repetidos. Los ı´ndice griegos (α y β)
so´lo toman los valores 2 y 3, mientras que los ı´ndices latinos (i y j) toman los valores 1,
2 y 3.
Tomamos Ω = (0, 1)× S, A ∈ C0(Ω;L(R3×3s )) tal que existe m > 0 con
A(y)ξ : ξ ≥ m|ξ|2, ∀ξ ∈ R3×3s , ∀y ∈ Ω.
Definimos Aε ∈ C0(Ωε;L(R3×3s )) por
Aε(x) = A(x1,
x′
ε
), ∀x ∈ Ωε.
Similarmente, tomamos tambie´n f ∈ L2(Ω)3, h ∈ L2(Ω;R3×3s ), y definimos F ε ∈ L2(Ωε)3,
Hε ∈ L2(Ωε;R3×3s ) por
F ε(x) = f1(x1,
x′
ε
)e1 + εfα(x1,
x′
ε
)eα, Hε(x) = h(x1,
x′
ε
), a.e. x ∈ Ωε.
Finalmente, para Γε = Γε0 ∪ Γε1, con Γε0, Γε1 definidos ma´s arriba, introducimos el espacio
H1Γε(Ω
ε) =
{
V ∈ H1(Ωε) : V = 0 en Γε} .
El problema de elasticidad que consideramos en este trabajo se escribira´ entonces como
U ε ∈ H1Γε(Ωε)3,∫
Ωε
Aεe(U ε) : e(V )dx =
∫
Ωε
F εV dx+
∫
Ωε
Hε : e(V )dx, ∀V ∈ H1Γε(Ωε)3,
(1)
siendo e el tensor de deformaciones linealizado. Obse´rvese que la solucio´n U ε de (1) sa-
tisface una condicio´n de Neumann no homoge´nea en ∂Ωε \ Γε, ya que la integracio´n por
partes de Hε : e(U ε) en Ωε (cuando h, y entonces Hε, es suficientemente regular) produce
tanto fuerzas de volumen como de superficie. Ana´logamente a las fuerzas de volumen F ε,
pod´ıamos haber introducido fuerzas de superficie expl´ıcitas Gε sobre ∂Ωε \ Γε, pero por
simplificar hemos preferido no hacerlo.
Es bien conocido que el problema (1) admite una u´nica solucio´n (ver por ejemplo [5]).
En el presente trabajo vamos a describir el comportamiento asinto´tico de U ε y dar un
resultado de corrector para e(U ε) cuando ε tiende a cero. Cuando N = 1, el problema ha
sido estudiado en [2] donde mostramos que el resultado depende de rε, existiendo 3 tallas
cr´ıticas, ε3, ε y ε1/3, y por tanto 7 reg´ımenes diferentes: rε ¿ ε3, rε ≈ ε3, ε3 ¿ rε ¿ ε,
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rε ≈ ε, ε¿ rε ¿ ε1/3, rε ≈ ε1/3, y ε1/3 ¿ rε ≤ C. Aqu´ı rε ¿ ελ significa que rε/ελ → 0
(y equivalentemente ελ ¿ rε que rε/ελ → +∞), mientras que rε ≈ ελ significa que
rε/ελ → ρ, con 0 < ρ < +∞.
Para N ≥ 2, el resultado es diferente. En particular, si
M = dim
(
Span{y2 − y1, · · · , yN − y1})
es 2 (luego N ≥ 3) entonces so´lo hay 2 tallas criticas, ε3 y ε, y por tanto 5 reg´ımenes
diferentes: rε ¿ ε3, rε ≈ ε3, ε3 ¿ rε ¿ ε, rε ≈ ε, ε ¿ rε. Como consecuencia deducimos
que fijar la viga en tres zonas de dia´metro εrε con ε ¿ rε concentradas alrededor de
tres puntos no alineados de una de sus bases es asinto´ticamente equivalente a fijarla en la
totalidad de dicha base. Sin embargo, si quisie´ramos el mismo resultado usando so´lo un
punto de sujecio´n, necesitar´ıamos una zona de dia´metro εrε, con ε1/3 ¿ rε.
2. Principales resultados
En esta seccio´n enunciamos el Teorema 2.2 que describe el comportamiento asinto´tico
de la solucio´n de (1). Como es usual en este tipo de problemas (ver por ejemplo [6], [10],
[11], [12]), consideramos el cambio de variables y1 = x1, y′ = x′/ε que transforma Ωε en
el domino fijo Ω. Definimos entonces uε ∈ H1(Ω)3 por
uε1(y) = U
ε
1 (y1, εy
′), uεα(y) = εU
ε
α(y1, εy
′), ∀α ∈ {2, 3}, p.c.t. y ∈ Ω,
y eε(uε) ∈ L2(Ω;R3×3s ) por
eε11(u
ε) = e11(uε), eε1β(u
ε) =
1
ε
e1β(uε), eεαβ(u
ε) =
1
ε2
eαβ(uε), ∀α, β ∈ {2, 3}.
Para enunciar nuestro primer resultado necesitamos adema´s el espacio funcional D =
BNb(Ω)×Rb(Ω)×RD⊥2 (Ω) definido por (ver [7], [8], [10], [11])
BNb(Ω) =
{
u = (u1, u′): ∃ζ ′ ∈ H2(0, 1)2, ζ ′(1) = dζ
′
dy1
(1) = 0, u′(y) = ζ ′(y1),
∃ζ1 ∈ H1(0, 1), ζ1(1) = 0, u1(y) = ζ1(y)− dζ
′
dy1
(y1)y′
}
,
Rb(Ω) =
{
v = (v1, v2, v3): v1 ∈ L2(0, 1;H1(S)),
∫
S
v1(y1, y′)dy′ = 0 e.c.t. y1 ∈ (0, 1),
∃c ∈ H1(0, 1), c(1) = 0, v2(y) = c(y1)y3, v3(y) = −c(y1)y2
}
,
RD⊥2 (Ω) =
{
w = (w1, w′): w1 = 0, w′ ∈ L2(0, 1;H1(S)2),
∫
S
w′(y1, y′)dy′ = 0,∫
S
(
y3w2(y1, y′)− y2w3(y1, y′)
)
dy′= 0 p.c.t. y1 ∈ (0, 1)
}
.
En lo que sigue, a cada u ∈ BNb(Ω) le asociaremos una funcio´n ζ ∈ H1(0, 1)×H2(0, 1)2
en las condiciones de la definicio´n de BNb(Ω). Ana´logamente, a v ∈ Rb(Ω) le asociaremos
c ∈ H1(0, 1) en las condiciones de la definicio´n de Rb(Ω). Dado (u, v, w) ∈ D, definimos
tambie´n E(u, v, w) ∈ L2(Ω;R3×3s ) por
E11(u, v, w) = e11(u), E1β(u, v, w) = e1β(v), Eαβ(u, v, w) = eαβ(w), ∀α, β ∈ {2, 3}.
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Razonando como en [10] y [11], se puede entonces probar el siguiente resultado
Proposicio´n 2.1. Existen una subsucesio´n de ε, que seguimos denotando por ε, y
(uˆ, vˆ, wˆ) ∈ D tales que
uε ⇀ uˆ en H1(Ω)3,
eε(uε)⇀ E(uˆ, vˆ, wˆ) en L2(Ω;R3×3s ).
Adema´s, la terna (uˆ, vˆ, wˆ) satisface
(uˆ, vˆ, wˆ) ∈ D,∫
Ω
AE(uˆ, vˆ, wˆ) : E(u, v, w)dy =
∫
Ω
fudy +
∫
Ω
h : E(u, v, w)dy,
∀(u, v, w) ∈ D : ζ ′(0) = dζ
′
dy1
(0) = 0, ζ1(0) = c(0) = 0.
(2)
Cabe observar que el problema (2) no permite obtener las funciones uˆ, vˆ, wˆ. De hecho
asociadas a uˆ y vˆ aparecen (ver la definicio´n de D) las funciones ζˆi, dζˆαdy1 , cˆ, las cuales tienen
traza en cero y sobre las cuales (2) no proporciona ninguna condicio´n de contorno. Esto
se debe a que el cambio y1 = x1, y′ = x′/ε no basta para describir el comportamiento
asinto´tico de las funciones U ε cerca de Γε0. Para salvar esta dificultad vamos a considerar
para cada n ∈ {1, · · · , N} un nuevo cambio de variable dado por z = (x − εyn)/(εrε),
que transforma el dominio variable Ωε en otro dominio variable Zε,n, el cual crece hacia
Z = (0,+∞) × R2. Obse´rvese que este cambio transforma la pequen˜a zona de sujecio´n
εyn + ({0} × εrεSn) en la zona fija {0} × Sn. Para N = 1 el cambio correspondiente
fue usado con e´xito en [1] para estudiar el problema de difusio´n (en una geometr´ıa ma´s
general) y en [2] para el problema de elasticidad (1). Cambios de variables relacionados
han sido tambie´n considerados en [3] y [9].
Denotando por D1,2(Z) al espacio de Deny
D1,2(Z) =
{
p : p ∈ L6(Z), ∇p ∈ L2(Z)3} ,
se tiene entonces el siguiente resultado que describe el comportamiento de las soluciones
de (1).
Teorema 2.2. Existen un subespacio lineal cerrado E ⊂ D, una funcio´n P ε ∈ L2(Ωε;R3×3s ),
y una forma bilineal continua no negativa B sobre (BNb(Ω)×Rb(Ω))×(BNb(Ω)×Rb(Ω))
tal que, definiendo (uˆ, vˆ, wˆ) como la solucio´n del problema variacional
(uˆ, vˆ, wˆ) ∈ E ,∫
Ω
AE(uˆ, vˆ, wˆ) : E(u, v, w)dy + B((uˆ, vˆ), (u, v)) =
∫
Ω
fudy +
∫
Ω
h : E(u, v, w)dy,
∀(u, v, w) ∈ E ,
se tiene
l´ım
ε→0
1
|Ωε|
∫
Ωε
(∣∣∣∣U ε1 (x)− uˆ1(x1, x′ε )
∣∣∣∣2 + 3∑
α=2
|εU εα(x)− uˆα(x1)|2
)
dx = 0,
l´ım
ε→0
1
|Ωε|
∫
Ωε
∣∣∣∣e(U ε)(x)− E(uˆ, vˆ, wˆ)(x1, x′ε )− P ε(x)
∣∣∣∣2 dx = 0.
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Las definiciones de E, P ε y B no dependen de las funciones f y h que definen F ε y
Hε, sino solamente de los puntos yn, de los conjuntos Sn, del tensor de cuarto orden A, y
del comportamiento de rε cuando ε tiende a cero. Se presentan las siguientes situaciones:
• Si rε ¿ ε3, entonces E = D, P ε = 0, B = 0.
• Si rε ≈ ε3 con rε/ε3 → ρ, entonces E = D. Adema´s, definiendo ϕn,i, i ∈ {1, 2, 3}, como
la solucio´n de
ϕn,i ∈ D1,2(Z)3, ϕn,i = ei en {0} × Sn,∫
Z
A(0)e(ϕn,i) : e(η)dz = 0, ∀η ∈ D1,2(Z)3, η = 0 en {0} × Sn, (3)
y denotando (para (u, v) ∈ BNb(Ω)×Rb(Ω), n ∈ {1, · · · , N}) qnu,v = ζα(0)ϕn,α, se tiene
P ε(x) = − 1
ε2rε
N∑
n=1
e(qnuˆ,vˆ)
(
x− εyn
εrε
)
, p.c.t. x ∈ Ωε,
B((u, v), (u, v)) = ρ
N∑
n=1
∫
Z
A(0)e(qnu,v) : e(q
n
u,v)dz, ∀(u, v), (u, v) ∈ BNb(Ω)×Rb(Ω).
• Si ε3 ¿ rε ¿ ε, entonces
E = {(u, v, w) ∈ D : ζ ′(0) = 0} , (4)
P ε = 0, B = 0.
• Si rε ≈ ε con rε/ε → ρ, entonces E esta´ dado por (4). Adema´s, denotando (para
(u, v) ∈ BNb(Ω)×Rb(Ω), n ∈ {1, · · · , N})
qnu,v =
(
a(0)− dζα
dy1
(0)ynα
)
ϕn,1 +
(
b2 + c(0)yn3
)
ϕn,2 +
(
b3 − c(0)yn2
)
ϕn,3,
con ϕn,i dada por (3), y bα ∈ R elegida de tal forma que se verifique
N∑
n=1
∫
Z
A(0)e(qnu,v) : e(ϕ
n,α)dz = 0, α ∈ {2, 3},
se tiene
P ε(x) = − 1
εrε
N∑
n=1
e(qnuˆ,vˆ)
(
x− εyn
εrε
)
, p.c.t. x ∈ Ωε,
B((u, v), (u, v)) = ρ
N∑
n=1
∫
Z
A(0)e(qnu,v) : e(q
n
u,v)dz, ∀(u, v), (u, v) ∈ BNb(Ω)×Rb(Ω). (5)
• Si ε¿ rε, M ≥ 2, entonces
E =
{
(u, v, w) ∈ D : ζ ′(0) = dζ
′
dy1
(0) = 0, ζ1(0) = c(0) = 0
}
, P ε = 0, B = 0. (6)
• Si ε¿ rε ¿ ε1/3, M = 1, entonces
E =
{
(u, v, w) ∈ D : ζ ′(0) = 0, ζ1(0)− dζβ
dy1
(0)ynβ = c(0) = 0, ∀n∈{1, · · · , N}
}
, (7)
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P ε = 0, B = 0.
• Si ε¿ rε ¿ ε1/3, M = 0, entonces
E =
{
(u, v, w) ∈ D : ζ ′(0) = 0, ζ1(0)− dζβ
dy1
(0)y1β = 0
}
, (8)
P ε = 0, B = 0.
• Si rε ≈ ε1/3 con (rε)3/ε→ ρ, M = 1, entonces E esta´ dado por (7). Adema´s, definiendo
ψn,α, α ∈ {2, 3}, por
ψn,α ∈ D1,2(Z)3, ψn,α = z1eα − zαe1 en {0} × Sn,∫
Z
A(0)e(ψn,α) : e(η)dz = 0, ∀η ∈ D1,2(Z)3, η = 0 en {0} × Sn, (9)
y denotando
qnu,v =
dζα
dy1
(0)ψn,α + bn,iϕn,i, ∀(u, v) ∈ BNb(Ω)×Rb(Ω), n ∈ {1, · · · , N},
con ϕn,i dada por (3) y bn,i ∈ R elegida de tal forma que se verifique∫
Z
A(0)e(qnu,v) : e(ϕ
n,l)dz = 0, l ∈ {1, 2, 3},
se tiene
P ε(x) = −1
ε
N∑
n=1
e(qnuˆ,vˆ)
(
x− εyn
εrε
)
, p.c.t. x ∈ Ωε,
B((u, v), (u, v)) = ρ
N∑
n=1
∫
Z
A(0)e(qnu,v) : e(q
n
u,v)dz, ∀(u, v), (u, v) ∈ BNb(Ω)×Rb(Ω). (10)
• Si rε ≈ ε1/3 con (rε)3/ε→ ρ, M = 0, entonces E esta´ dado por (8). Adema´s, definiendo
φ por 
φ ∈ D1,2(Z)3, φ = z3e2 − z2e3 en {0} × S1,∫
Z
A(0)e(φ) : e(η)dz = 0, ∀η ∈ D1,2(Z)3, η = 0 en {0} × S1,
y denotando
q1u,v = c(0)φ+
dζα
dy1
(0)ψ1,α + b1,iϕ1,i, ∀(u, v) ∈ BNb(Ω)×Rb(Ω),
con ϕ1,i, ψ1,α, dadas respectivamente por (3) y (9), y b1,i ∈ R elegida de tal forma que se
verifique ∫
Z
A(0)e(q1u,v) : e(ϕ
1,l)dz = 0, l ∈ {1, 2, 3},
se tiene
P ε(z) = −1
ε
e(q1uˆ,vˆ)(
x− εy1
εrε
), p.c.t. x ∈ Ωε,
B((u, v), (u, v)) = ρ
∫
Z
A(0)e(q1u,v) : e(q
1
u,v)dz, ∀(u, v), (u, v) ∈ BNb(Ω)×Rb(Ω).
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• Si ε1/3 ¿ rε ≤ C, M ∈ {0, 1}, entonces E, P ε y B esta´n dados por (6).
Observacio´n 2.3. Por definicio´n de BNb(Ω), Rb(Ω) RD⊥2 (Ω), no´tese que las funciones
uˆ vˆ, wˆ, que aparecen al describir el comportamiento l´ımite de U ε, son tales que tan
so´lo ζˆ1, ζˆ2, ζˆ3, dζˆ2dy1 ,
dζˆ3
dy1
y cˆ tienen trazas en x1 = 0. El nu´mero de estas funciones que
se anulan en x1 = 0 crece con rε. Cuando rε ¿ ε3, las zonas a las que se impone la
condicio´n de tipo Dirichlet en la base izquierda de la viga son tan pequen˜as que e´sta
se comporta como si hubie´semos impuesto una condicio´n de Neumann en toda la base.
Cuando rε ≈ ε3 la condicio´n de tipo Dirichlet ya no es despreciable y as´ı en la ecuacio´n
l´ımite encontramos una condicio´n de tipo Fourier que tiene en cuenta los valores ζˆ2(0),
ζˆ3(0). Cuando ε3 ¿ rε ¿ ε las zonas son ya lo suficientemente grandes para que en el
l´ımite tengamos ζˆ2(0) = ζˆ3(0) = 0. Cuando rε ≈ ε y M = 0, en la definicio´n de q1u,v las
cantidades b2 + c(0)y13, b
3 − c(0)y12 dependen linealmente de ζ1(0)− dζαdy1 (0)y1α. As´ı, en (5)
B so´lo depende de los correspondientes valores de ζ1(0) − dζαdy1 (0)y1α para cada uno de los
pares (u, v) y (u¯, v¯). Sin embargo, si rε ≈ ε,M ≥ 1, adema´s de los valores ζ1(0)− dζαdy1 (0)ynα,
n ∈ {1, · · · , N}, B tambie´n depende de c(0). Si ε¿ rε observamos que las expresiones de
B y P ε dados por el Teorema 2.1 para M = 1 son tambie´n va´lidas para M = 2. De hecho,
la definicio´n de E que aparece en (7) implica si M = 2 que ζ1(0) = dζ2dy1 (0) =
dζ3
dy1
(0) = 0.
Hemos preferido distinguir los casos M = 1 y M = 2 para enfatizar el hecho de que para
M = 2 y ε ¿ rε la solucio´n U ε de (1) se comporta como si impusie´ramos condiciones de
Dirichlet homoge´neas en la totalidad de las dos bases de Ωε mientras que cuando M = 0
o M = 1, necesitamos tomar ε1/3 ¿ rε para tener este resultado. Finalmente observamos
que para ε¿ rε ¿ ε1/3 y ε1/3 ≈ rε, la definicio´n de E para M = 0 y M = 1 es diferente.
En ambos casos ζ2(0) = ζ3(0) = 0, pero para M = 1 so´lo una de las tres cantidades ζ1(0),
dζ2
dy1
(0), dζ3dy1 (0) es independiente y adema´s c(0) = 0, mientras que para M = 0 dos de las
cantidades ζ1(0), dζ2dy1 (0),
dζ3
dy1
(0) son independientes y c(0) es distinto de cero en general.
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